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Strukturverfeinerung des Kompositkristalls im mehrdimensionalen Raum. II 
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Abstract 

A method for the structure refinement of composite 
crystals based on the multidimensional formalism of 
Janner & Janssen [Acta Cryst. (1980), A36, 408-415] 
and successfully applied to 'LaCrS3' and MIoCUI7029 
( M  = Bi0.oaifa0.564Sro.405) [Kato (1990). Acta Cryst. 
B46, 39-44] is fully described. This method is also 
applicable to a commensurate composite crystal. 
Methods for treating atoms in special positions and 
for calculating bond lengths and angles are presented 
in detail. In all of these methods, a square matrix P 
that transforms the subsystem coordinates into the 
coordinates of the common system plays an impor- 
tant role. 

Einleitung 

Die von Janner & Janssen (1980a,b) entwickelte 
Theorie, einen Kompositkristall als einen peri- 
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odischen 'Kristall' im mehrdimensionalen Raum zu 
beschreiben, blieb relativ lange unbeachtet, bis die 
Synthese einer Reihe von komplexen Sulfiden mit 
Kompositstruktur (Guemas, Rabu, Meerschaut & 
Rouxel, 1988; Williams & Hyde, 1988; Wiegers, 
Meetsma, Haange & de Boer, 1988, 1989; Meetsma, 
Wiegers, Haange & de Boer, 1989; Oosawa, Gotoh & 
Onoda, 1989; Wiegers, Meetsma, Van Smaalen, 
Haange, Wulff, Zeinstra, de Boer, Kuypers, Van 
Tendeloo, Van Landuyt, Amelinckx, Meerschaut, 
Rabu & Rouxel, 1989) sowie die Entdeckung von 
Kompositkristallen unter den supraleitenden kom- 
plexen Kupferoxiden und verwandten Verbindungen 
(Kato, Takayama-Muromachi, Kosuda & Uchida, 
1988; McCarron, Subramanian, Calabrese & 
Harlow, 1988; Siegrist, Schneemeyer, Sunshine, 
Waszczak & Roth, 1988) den AnlaB boten, diese 
Theorie als Grundlage einer Strukturverfeinerung 
anzuwenden. Nach Yamamoto (1993) sind inzwi- 
schen zahlreiche Beispiele von Kompositkristallen 
bekannt geworden und es liegen mehrere Strukturun- 
tersuchungen vor, in denen diese Theorie erfolgreich 

Acta Crystallographica Section A 
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angewendet wurde. Ffir die Strukt.urverfeinerung 
eines Kompositkristalls im mehrdimensionalen 
Raum existieren nach ihm mindestens drei vers- 
chiedene Methoden bzw. Rechenprogramme, 
darunter eines des Verfassers (Kato, 1990), in denen 
die Theorie unterschiedlich gehandhabt wird. 

Der Verfasser hat es bisher versfiumt, seine 
Methode, die in F M L S M  und anderen Programmen 
realisiert ist, mit gen/igender Ausffihrlichkeit zu 
beschreiben, w/ihrend die Programme bereits einiges 
Mal benutzt wurden (Onoda, Kato, Gotoh & 
Oosawa, 1990; Onoda & Kato, 1991; Onoda, Saeki, 
Yamamoto & Kato, 1993) und weiterhin benutzt 
werden sollen. Es ist daher erforderlich, die 
Grundziige der Methode und ihre mathematischen 
Grundlagen verst/indlich zu beschreiben, zumal da 
sie in der Literatur nicht immer richtig verstanden 
wurden. Der Verfasser verzichtet jedoch darauf, auf 
die anderen Methoden n~iher einzugenhen. Die 
Literatur hieriiber ist in Yamamoto (1993) auf- 
gelistet. 

Koordinatensys teme  

Seien a~l, a~,2, a,, 3 sowie * * * a~l, a,,2, a,, 3 die direkten 
bzw. die reziproken Basisvektoren des v-ten Teil- 
systems. Ein Minimalsystem a*, ..., a*+a mit 

3 

a*+j= Y. trj, a*, j =  1,...,d (1) 
i = l  

sei so definiert (Janner & Janssen, 1980b), dab jedes 
a*i mit ganzzahligen Koeffizienten Z~ wie 

3 + d  
v , a*;= y. Z~,ak, i =  1,2,3 (2) 

k = l  

ausgedrfickt wird und dab alle Reflexe einschlieBlich 
Satellitenreflexe ganzzahlig indiziert werden. 

Um eine Basis a*, ..., a*+d des reziproken Gitters 
Y* in einem (3 +d)-dimensionalen Raum R3+d= 
R 3 @ R  d (R 3 1 R a) aus den Vektoren a~', ..., a~+dE 
R 3 abzuleiten, nimmt man linear unabhfingige Vek- 
toren b* .... , b* E R  a und addiert sie jeweils zu 
a*, ..., a*+d (Janner & Janssen, 1980b): 

a * = a * ,  i=1 ,2 ,3 ,  
(3) 

a~++ = a*~+j + b~, j = 1 . . . .  ,d. 

Die Indizes der Reflexe h = ( h l ,  ...,h3+a) beziehen 
sich nunmehr auf (3). Die Reflexe h" mit h~= 
( h , k , l ) Z  ~ [oder mit P~ (siehe unten) h ~ P ~ =  
(h ,k , l ,  0 .... ,0)] und h , k , l = 0  (mod 1) sind die 
Hauptreflexe des u-ten Teilsystems. Wir bezeichnen 
mit /-P" die Gesamtmenge von h", auf die wit uns 
sp~iter beziehen werden. 

Die Basisvektoren des entsprechenden direkten 
Gitters Y sind 

d 

ai = a i -  ~ o-jib/, i =  1,2,3, 
j = l  

a3+j = bj, j = 1, . . . ,d ,  
(4) 

wobei a; (i = 1, 2, 3) und bj (j = 1 ..... d) die direkten 
Basen darstellen, die a* ( i=  1, 2, 3) bzw. b* ( j =  
1 ..... d) entsprechen. Die Matrizen und Vektoren 
{R[v}, die die Superraumgruppe darstellen, beziehen 
sich auf die Basis (4). Die Vektoren b /und  b* (j = 
I ..... d) mfissen daher mit der Symmetrie der Super- 
raumgruppe vertr/iglich sein. 

Aus den Matrixelementen o-j~ und Z ;  sowie dem 
Kroneckerschen 8g+ baut man das Inverse einer regu- 
15.ren Matrix P~ (Auf den hochgestellten Index v 
wird im folgenden allgemein verzichtet. Man ver- 
stehe unter P und P-~ immer diejenigen des betref- 
fenden Teilsystems.) wie folgt auf (Kato, 1990): 

P ~ = Z ~ ,  i=1 ,2 ,3 ,  k = l  .... , 3 + d  
- 1  P3+j.; = -o) ; ,  i =  1,2,3, j =  1 ..... d, (5) 

-1 -t~jl ,  j = l  . . . ,d,  l 1, . ,d. P 3  +j ,3  + l - -  , ~ .. 

Multipliziert man P-~ des v-ten Teilsystems mit den 
Vektoren des Minimalsystems, so erh/ilt man. 

(a*l * * O, O) = ( a * , . . . , a * ÷  a)(P- 1)7" ,a,,2,a,,3 . . . .  , (6) 

p-z  bewirkt also gleiche Basistransformation wie Z~; 
seine Wirkung ist jedoch durch P umkehrbar, w/ih- 
rend Z ~ kein Inverses besitzt. Aus der Multiplikation 
von P-~ oder P mit der Basis * * a l  , . . . ,  a 3 +  d bzw. 
al, ..., a3+d ergibt sich eine reziproke bzw. direkte 
Basis des betreffenden Teilsystems: 

( a * l ,  a'v2, a'v3, b * ,  . . . ,  b * )  = ( a l*  . . . . .  a'~+d)(p-l) T (7) 

d 

a * i = a * , +  Y. Z ,~3+kb~ R 3, i=1 ,2 ,3 ,  

(a~l,a~2,a~3,b,l .... ,bud) = (a l , . . . ,a3+d)P,  
3 + d  ( 8 )  

bvj = ~. Pi,3 +jai ~ R 3, j = 1 .. . .  , d, 
i=l 

bk'b~j = bk'bj, j , k  = 1 . . . . .  d. 

Die Beziehung (8) ist ffir R 2= R l @ R  ~ in Fig. 1 
gezeigt. Die Einbettung der Teilstruktur in den (3 + 
d)-dimensionalen Raum erfolgt dadurch, dab man, 
unter Zugrundelegung der Basis (8), die Koordinaten 
jedes Atoms auf (x, t )= ( x , y ,  z, tl, ..., ta) erweitert. 
Wir wollen (x,t) e x t e r n e  Koordinaten nennen. Die 
Koordinaten x, y, z bezfiglich a~, av2, av3 sind die 
gew6hnlichen Atomkoordinaten; die weiteren Koor- 
dinaten tl ,  ..., td, die sich auf b~l . . . .  , b~d beziehen und 
beliebige Werte annehmen, bewirken eine Darstel- 
lung des betreffenden Atoms als ein d-dimensionales 
kontinuierliches Gebilde (das Atomb i ld ) .  Man ver- 
gleiche (x,t) mit dem Ausdruck (x - ~-,t,t) in Formel 
(8) von Janner & Janssen (1980b). Dem letzteren liegt 
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e i n e  B a s i s  a~,l, au2, a,,3, b l ,  ..., bd zugrunde, w o r a u s  

die Notwendigkeit des Operators 7r~ herrfihrt. Man 
merke, dab weder die ebengenannten Basisvektoren 
noch diejenigen in (8) eine Basis des (3 +d) -  
dimensionalen Gitters 7. darstellen. Det (P ' )  ist 
jedoch proportional zu dem Volumen der dreidimen- 
sionalen Elementarzelle des u-ten Teilsystems. Zum 
Beweis berechne man die Gramschen Determinanten 
der Vektoren auf den beiden Seiten von (8). Die 
Koordinaten x = (x~, ..., x3+a), denen die Basis (4) 
zugrundeliegt, erhfilt man durch x = P(x,t); es han- 
delt sich um interne Koordinaten. 

Teilsysteme unterscheiden sich im (3 + d)- 
dimensionalen Raum dadurch von einander, dab ihre 
Atombilder unterschiedlich orientiert sind. Ein 
Atombild, ein unendlich ausgedehntes d- 
dimensionales Gebilde, ist parallel zu einer d- 
dimensionalen 'Netzebene' und somit notwendig 
periodisch, was allerdings keine Selbstverst~indlich- 
keit darstellt, sondern eine Folge davon ist, dab wir 
die Elemente einer Z-Matrix auf ganze Zahlen 
beschrfinkt haben. In Fig. 1 sind die Atombilder 
parallel (10), (01) oder (11). Es ist klar, dab die 
ebengenannte Netzebene senkrecht zu den drei 
Vektoren a*~i = 7.3+al Z~a~ (i = 1,2,3) steht und zu 
dem von den Vektoren P(O,t) gespannten Teilraum 
geh6rt. Unter einer inneren Elementarzelle verstehen 
wir eine Elementarzelle dieser Netzebene und 

%-'3 + d bezeichnen ihre Kantenvektoren mit uj = - k =  ~akukj 
(j = 1, ..., d). Jedes Teilsystem besitzt seine eigene 
innere Elementarzelle. 

Sei s c senkrecht zu a*i (i = 1,2,3), so ist das Ska- 
larprodukt sO-a't= Y.3+=alZ~(sC'a~) ( i=  1,2,3) gleich 
Null. Setzt man ~. a* = sc~, (k = 1, ..., 3 + d), so erh/ilt 
man ein homogenes Gleichungssystem mit 3 + d 
Unbekannten 

~ " = 0  Zl l~ : !  + ... + Zl,3+d~3+d 

" = 0  (9) Z ~ I ~ I  -a t- ... -~- Zz,3+d~3+ d 

1/ v ~ 0 .  Z31~l  -k- ... -k- Z3,3+d~3+ d 

Da Z ~ den Rang 3 besitzt, gibt es d linear 
unabh~ingige L6sungen, von denen alle L6sungen 

- S Q 2  . i 
/ / .  

_ _ [ ~ . ~  , } ..... 

R, (R~) I 

Fig. 1. Basis der gesamten Struktur  ( a ,  a2) und die Basisvektoren 
(a,I, b,~) der Teilsysteme (von links v =  1, 2, 3) mit den 
Z-Matrizen:  [l 0], [0 l] und [l 1]. R 2 = R ~ @ R ~ als Modell f/Jr 
R 3+d= R 3 (~) R d. Z ist eine (1 × 2)-Matrix; die tr-Matrix besitzt 
eine einzige Zeile und spalte: tr = [s]. 

Linearkombinationen sind. Wir wissen bereits, dab 
die Vektoren b~j 0" = 1, ..., d) die gesuchten L6sungen 
sind. Aber sie geh6ren allgemein nicht zu dem Netz. 
Wir mfissen nfimlich ganzzahlige L6sungen finden. 
Ein Algorithmus hierffir ist von Kato & Onoda 
(1991a) gegeben und in F M L S M  eingebaut. Man 
erstelle eine (3 + d) x (3 + d)-Matrix U mit ganz- 
zahligen Elementen, welche Z ~ in die Form bringt: 
(Z 'U) ,  ~ 0, (ZvU)o. = 0 U > i). So sind die letzten d 
Spaltenvektoren von U die gesuchten, ganzzahligen 
L6sungen, von denen sich die Kantenvektoren der 
inneren Elementarzelle ableiten lassen. Beweis: Zu 
beweisen ist die Existenz einer derartigen Matrix U. 
Die Z ' -Matr ix  1/iBt sich aber dadurch sukzessiv in 
die geforderte, dreieckige Form bringen, dab man die 
Spalten gegeneinander austauscht und/oder eine 
Spalte durch eine ganzzahlige Linearkombination 
dieser und einer anderen Spalte ersetzt. Multipliziert 
man die Matrizen dieser Operationen hintereinander, 
so kann man die Matrix U erhalten. 

Strukturfaktor 

Die Strukturfaktorformel von Kato (1990) ist in (10) 
mit einer kleinen Korrektur wiedergegeben. Da die 
Integration innerhalb der inneren Elementarzelle 
oder eines hierzu fiquivalenten Bereichs erfolgt, ist es 
besser und auch richtiger, den Integrationsbereich 
mit D zu bezeichnen: 

f. 
F(h) = Z Z IDet (P)lf...fdt 

D 

× f . . . f a ,  exp{27rih[RmP(x,t), + l~m] 
D 

- hRmPB,(hRmP) r} dt. (10) 

Hierbei stellt n die Nummer  eines Atoms in der 
asymmetrischen Einheit dar. P reprfisentiert die P- 
Matrix desjenigen Teilsystems, zu dem das jeweilige 
Atom geh6rt. Die Symmetrie-Operationen {RIv} der 
Superraumgruppe sind mit m numeriert. B, ist eine 
Matrix mit den Elementen 

(B~)u= flu, i , j=  1,2,3, 

= 0 ,  i , j = 4  ..... 3 + d ,  

wobei flu den auf das betreffende Teilsystem bezfigli- 
chen (d. h. den gew6hnlichen) Koeffizienten des 
anisotropen Temperaturfaktors darstellt. Ffir ein 
Atom mit isotropen Temperaturfaktor ist der zweite 
Term in den geschweiften Klammern durch T.llhll2/4 
zu ersetzen, f ,  und a~ sind der Atomformfaktor  bzw. 
die Besetzungswahrscheinlichkeit des n-ten Atoms. 
Man ersieht, dab die Integration (eigentlich eine 
Summation fiber abzfihlbar unendlich viele Punkte) 
dazu dient, einen Mittelwert des Integranden fiber D 
zu berechnen. 
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Die Modulation der Atomlage wird in (10) 
dadurch einbezogen, daB man x durch 

x = Xo + Z{ak cos [2rrkP(x0,t)] 
k 

+ bk sin [27rkP(xo,t)]} (11) 

ersetzt. ,~hnlich verf'fihrt man auch bei anderen 
Parametern. Der Wellenvektor k = (kl, ..., k3+a) 
bezieht sich auf die Basis (3). Xo, ak und bk sind 
dreidimensionale Vektoren des betreffenden Teil- 
systems [bk nicht mit dem bj in (2) verwechseln]; Xo 
stellt die mittlere Atomlage dar, die allgemein als 
variabel betrachtet wird. Die Summation erstreckt 
sich auf k ~ / - F  mit AusschluB von k' mit k' ;~ k und 
k ' - k ~ / 4  ~ oder k' + k = 0 .  

Es gibt eine andere Konvention (Yamamoto, 
1982), nach der die Modulation mit einem festen x 
und einem variablen Ax wie folgt formuliert wird: 

x =  x + dx + 7,{a~,cos [27rkP(g,t)] 
k 

+ b~ sin [2rrkP(X,t)]}. (12) 

Unter den Koeffizienten von (11) und (12) bestehen 
die Beziehungen 

ak  = a~cos a k  - -  b)¢ sin a k ,  

bk = a~,sin ak + b~,cos ak, (13) 

ak = 27rkP(Ax,O). 

Wenn man in (11) x0 festhfilt und den Kosinus-Term 
mit k = 0 mit berficksichtigt, so erreicht man die 
Darstellungsart von (12). 

Kommensurabler KompositkristaH 

Die Methode zur Verfeinerung eines kommensura- 
blen Kompositkristalls ist bereits in einer kurzen 
Arbeit (Kato & Onoda, 1991a) beschrieben worden. 
Im folgenden sollen die dort fehlenden Beweise sowie 
ein Beispiel und eine Korrektur gebracht werden. 
Vorlfiufig nehmen wir einen kommensurablen Fall 
an, in dem jedes Element der G-Matrix eine rationale 
Zahl ist. 

Aus der (3 +j)-ten Zeile ( j =  1, ..., d) yon p - i  
leiten wir einen Vektor h j mit ganzzahligen Kom- 
ponenten her, indem wir die Zeilenelemente verviel- 
fachen. Nach (7) ist h s ein Vielfaches von b* und 
somit orthogonal z u  R3 ;  n/imlich h j ~ R a. Die (3 + 
d)-dimensionalen Indexvektoren h + Zd= lpjh j mit 
beliebigem ganzzahligem pj beziehen sich daher auf 
ein und denselben Reflex im dreidimensionalen 
Raum. Die Linearkombination Zf=tpjh j ist aber 
nicht immer eine ersch6pfende Darstellung derje- 
nigen Vektoren, welche die ebengenannte Eigen- 
schaft aufweisen. Um die letztere zu erhalten, leite 
man aus hJ(j = 1 ... .  , d) die Basisvektoren des d- 

dimensionalen Teilgitters C R d v o n  Y* ab und setze 
sie anstelle von h j ein. Es ist klar, dab jedes h j zu 
diesem Teilgitter geh6rt. Im folgenden wollen wir 
diese Basisvektoren wieder mit h j bezeichnen. 

Da sich h und h + Zgd.=lpjh j in Wirklichkeit auf 
denselben Reflex beziehen, mfissen wir fordern, dab 
die Beziehung 

( dlPjhJ) F(h) = F h + Z (14) 
j =  

ffir jedes h gilt. Es lfiBt sich zeigen, dab die Ersetzung 
h-- ,h  + Yf= lpff/ den Wert des Ausdrucks hRmPBn X 
(hRmP) y in (10) unverfindert lfiBt. Es ist auch sinnge- 
m~iB klar. Lassen wir ihn daher weg und ersetzen den 
Ausdruck RmP(x,t)n + Vm durch die entsprechenden 
internen Koordinaten x ~ = (xl, ..., ~d3+d), so erhalten 
wir mit f's = f s [ lDe t (P ) l f . . . f  at] -~ 

D 

F(h) = X f ; f . . . f a s e x p ( 2 r r i h x  s) dr, 
s D 

( ( F h +  = f ' s f . . ,  as exp 2rrihx ~ 
.= 

+ 27ri ~ pjhJx ~ dt. 
j = l  / 

Aus der Forderung (14) folgt, daB der Ausdruck hJx ~ 
U = 1, ..., d) nur ganzzahlige Werte annehmen daft. 
x ~ darf also nicht mehr einen in Abh/ingigkeit von t 
kontinuierlich variierenden Wert annehmen. Da 
jedoch 

hJx ~ = h gP(x,t)s = hJP(xs,O) + hJP(O,ts) = hJP(O,ts) 

gilt, ist es nicht x, sondern t~, dessen m6gliche Werte 
hierdurch eingeschrfinkt werden. Die Integration im 
obigen F(h) geht somit in eine Summation fiber 
diskrete Punkte innerhalb D fiber. Wir wollen 
zun~ichst diejenigen Punkte ~: = ~ l U l  -~- . . .  ~t_ , ~ d U  d mit 
ganzzahligen hJ.s c ( j  = 1, ..., d) finden, nfimlich mit 

= , (15) 

h d U 1 . . .  hd'ud k m d j  

mk -- 0(mod 1), k = 1, ..., d. 

Aus den L6sungen nehme man diejenigen heraus, die 
in D bzw. in die innere Elementarzelle fallen, und M 
sei deren Anzahl. Die t-Koordinaten ergeben sich 
aus dem t-Teil yon 

E lI!l] p - l  i i . (16) 

U 3 + d , l  /'/3 + d, d J  d 

Als ein einfaches Beispiel wollen wir einen Kom- 
positkristall mit o-= [00~/00~] betrachten. Zu ihm 
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geh6ren drei Teilsysteme mit den Z-Matrizen 

I °°°!] [i°°°i] Ii°°°i] 0 1 0 0  , 1 0 0  , 1 0 0  . 

0 0 1 0  0 0 1  0 0 0  

Die Kantenvektoren der inneren Elementarzelle sind 

( 0 0 0 1 0 ) ,  ( 0 0 1 0 0 ) ,  ( 0 0 1 0 0 ) .  

(0 0 0 0 1) (0 0 0 0 1) (0 0 0 1 0) 

Unmittelbar aus P - I  ergeben sich die hLVektoren 
(0 0 3 5 0) und (0 0 4 0 5). Sie sind jedoch keine 
Basisvektoren des Teilgitters C R d y o n  ~.*;  die letz- 
teren sind z.B. (0 0 2 2 1) und (0 0 1 1 2). Die 
Matrizen yon (15) errechnen sich zu 

L6sen wir (15) ffir diese Matrizen und transformieren 
die L6sungen nach (16), so erhalten wir die Sum- 
mationsstfitzpunkte in Fig. 2; ihre Anzahl ist jeweils 
5, 3, oder 4. Fig. 2 soil als eine Projektion auf R e 
verstanden werden; man merke, dal3 die Punkte ffir 
jedes Teilsystem dort ein gemeinsames Netz (all- 
gemein ein d-dimensionales Gitter) bilden. Die 
Anzahl und die Koordinaten der Summations- 
stiitzpunkte werden von F M L S M  automatisch be- 
rechnet, falls ein kommensurabler Fall vorliegt. Eine 
Methode, einen gemischten Fall zu behandeln, ist in 
Kato & Onoda (1991a) beschrieben und auch in den 
Manualen der F M L S M -  und SPCCC-Programme 
mit Beispielen erl~iutert. 

Der Strukturfaktor errechnet sich nach 

f, F(h) 
M[Det (P)I 

M 
x ~ a~exp[ZTrihP(x,t)s- hPBsPrhT]. (17) 

m = l  

Man beachte, dab die Symmetrie-Operationen fehlen 
und statt dessen alle Atome mit s durchnumeriert 
sind. Dies deutet an, dab die Strukturfaktoren die 

t 2 
00001 T.sys I 

© 
O 

O tl 

0 010 
~ / 0  ! O0///T.sys3 

00100 
Fig. 2. Summat ionss t f i t zpunkte  fiir drei Teilsysteme (siehe Text). 

Symmetrie der Superraumgruppe des zugrunde- 
liegenden Modells im allgemeinen nicht wieder- 
spiegeln. Man kann sich leicht vorstellen, dab die 
Forderung (14) eventuell auch das Ausl6schungs- 
gesetz verletzt. Im F M L S M - P r o g r a m m  werden die 
Symmetrie-Operationen {Rlv} zwar benutzt, aber ihre 
Translationsteile v werden nicht immer richtig ausge- 
ffihrt, weil die Forderung, dab die Summation fiber 
den vorgegebenen tm (m = 1,...,M) erfolgen mul3, 
stets den Vorrang hat. 

Symmetrisch ~iquivalente Atome 

Wenn eine Symmetrie-Operation {RIv } der Super- 
raumgruppe ein Atom x eines Teilsystems in ein 
(anderes) Atom x' = Rx + v des gleichen Teilsystems 
fiberffihrt, so gilt gem/il3 x = P(x,t) 

(x',t')  = P - I R P ( x , t )  + P-iv.  

Es ist klar, dab P - I R P  eine (3 + d)-reduzierte Block- 
Diagonalmatrix sein mull Bezeichnet man den links- 
oberen (3 x 3)-Block mit R und faBt die drei ersten 
Komponenten von p - i v  zu einem Vektor v 
zusammen, so stellt {R[v} eine Symmetrie-Operation 
auf x dar: 

x' = Rx + v. 

Die Gesamtheit yon {RIv } bildet die dreidimensionale 
Raumgruppe des betreffenden Teilsystems; es han- 
delt sich um eine Projektion der Superraumgruppe 
(Kato & Onoda, 1991b). Ein Programm P R J  be- 
rechnet diese Projektion. Die ebenzitierte Arbeit 
beschreibt eine Methode, aus den Raumgruppen der 
Teilsysteme die Superraumgruppe des gesamten 
Systems herzuleiten. Ffir ein System mit zwei Teil- 
systemen lfil3t sich diese Methode mittels eines Pro- 
gramms SGR durchffihren. 

Um die Lage-Modulation eines symmetrisch 
5quivalenten Atoms zu finden, wollen wir diejenige 
eines Atoms x ffir den Augenblick statt (11) wie folgt 
niederschreiben: 

x = Xo + A(Xo), Xo = P(xo,t), 

A(xo) = ~'.fkexp(2~rikxo), 
---k 

f ,  = P(a/,/2 - ll~J2,0). 

Die Modulationsfunktion eines fiber g = {R[v} hierzu 
fiquivalenten Atoms ist gegeben durch 

A'(Xo) = g'A(Xo) 

= RA(g-lXo) 

= ~. R fkexp[27r ikR- l (x  o - v)] 
±k 

= ~. R fkexp( - -  27rikR-lv)exp(27rikR-IXo).  
±k  

Setzt man 2~rkR-~v = ~o~, so erh~ilt man ffir das 
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/iquivalente Atom 

x' = Xo' + Z{R(ak cos ~k - bk sin ~k) 
k 

x cos [2rrkR-1P(xo',t)] 

+ R ( a k  s in  ~o k 4- b k c o s  ~0k) 

x sin [2 ~-kR- ~ P(xo',t)]}, (18) 

Xo' = Rxo + v, 

wobei {RIv } die Projektion von {RIv } darstellt. Ftihrt 
{R[v} die Atome eines Teilsystems u in diejenigen 
eines anderen Teilsystems lz fiber, so bilde man {Rlv} 
aus ( U ' ) - I R P  ~ und ( P t z ) - l v .  Ffir den Koeffizienten- 
tensor des anisotropen Temperaturfaktors 

fl = flo + ~'.{yk cos [ 27rkP(xo,t)] 
k 

+ tSk sin [27rkP(xo,t)]}, 

ersetze man Rak und Rbk in (18) durch Ryk Rr  bzw. 
R6kR r. Bei skalaren Parametern entf/illt R in (18). 

Befindet sich ein Atom in einer speziellen 
Punktlage der Raumgruppe des Teilsystems, so 
werden den Amplituden seiner Modulation gewisse 
Einschr~nkungen auferlegt. {RIv}i ( i =  1,...,N) seien 
diejenigen Symmetrie-Operationen der Superraum- 
gruppe, deren Projektionen die betreffende Atomlage 
unver/indert lassen. So mfissen zwischen (11) und 
(18) x = x' und Xo = Xo' gelten. Hieraus folgen ffir 
jedes i = 1,..., N neben den Bedingungen, die sich aus 
der Beziehung x0 = Xo' ergeben, noch die folgenden 
Beziehungen: 

akR-,  = R ( a k  COS q9 k -- bk sin ~0k), 

bkR-, = R(ak sin ~ot, + bk COS ~Pk)- (19) 

Wenn die Modulation des betreffenden Atoms einen 
Term mit dem Wellenvektor k enth/ilt, so mul3 sie 
auch Terme mit k ' =  kR-~  enthalten, deren Ampli- 
tuden in (19) gegeben sind. Ist k' gleich k oder - k ,  
so ergibt sich aus (19) eine Einschr/inkung auf ak 
bzw. bk. Ein Re..chenprogramm S P L  ffihrt diese 
Analyse durch. Ahnlich verf'~ihrt man bei skalaren 
Parametern oder bei Koeffizienten des anisotropen 
Temperaturfaktors. Hierffir gibt es Programme SPA 
bzw. SPT.  

Interatomare Absfiinde und Winkel 

Interatomare Abst~inde und Winkel sind nur dann 
physikalisch sinnvoll, wenn sie zwischen den Atomen 
mit gleichen t-Werten berechnet werden. Allgemein 
variieren sie je nach dem Wert des t-Vektors, den die 
betreffenden Atome annehmen. Zwischen zwei 
Atomen gleichen Teilsystems existieren sowohl der 
minimale als auch der maximale Abstand, w/ihrend 
es ffir zwei Atome verschiedener Teilsysteme eigent- 
lich nur den ersteren gibt (Kato, 1990). Auch 

zwischen zwei Atomen verschiedener Teilsysteme 
l~il3t sich jedoch ein Abstand definieren, der im 
gewissen Sinne ein Maximum darstellt (Onoda, 
Kato, Gotoh & Oosawa, 1990). 

Um einen Abstand bzw. einen Winkel zwischen 
den Atomen der asymmetrischen Einheit zu berech- 
nen, berechne man zun/ichst ffir jedes betreffende 
Atom (n = nl,n2,n3,...) die modulierte Lage (11) an 
dem gegebenen to und transformiere sie in die interne 
Darstellung mit Hilfe der betreffenden P-Matrix: 

Xn = Xo. + ~{ak cos [2'n'k.P(xo.,to)] 
k. 

+ bk. sin [2rck.P(xo.,to)]}, 

x ~ = P(x~,to). 

Liegt ein symmetrisch /iquivalentes Atom vor, so 
berechne man die modulierte Lage nach (18) anstelle 
von (11); es ist nicht richtig, die Modulation nach 
(11) zu berechnen und dann die Symmetrie- 
Operation an x ~ anzubringen. Mit dem metrischen 
Tensor G (G,j = ai" aj, i, j = 1,..., 3 4- d) errechnet sich 
sodann der Abstand d,,n bzw. der Winkel ~Otmn wie 

dmn = [ (x  m - x~)rG(x " -  x~)] '/2, 

cos ~Ptm,, = ( x t -  xm)rG( x~ - xm)/(dtmd, m) • 

Man erhS.lt gleiche Ergebnisse, wenn man G durch G 
(G U = ai'aj, i, j = 1,2,3) ersetzt und die drei ersten 
Vektorkomponenten in die Rechnung einbezieht. 

Ein Rechenprogramm B O N D L  berechnet, auf- 
grund einer von F M L S M  gelieferten Eingabedatei, 
interatomare Abst~inde und Winkel samt gesch/itzten 
Standardabweichungen. 

Um ein Strukturbild zu zeichnen, ist es manchmal 
wfinschenswert, von einem Atom des u-ten Teil- 
systems die Koordinaten bezfiglich eines anderen 
Teilsystems/x anzugeben: 

(x',to)" = (U ' ) -  ~p~(x,to)L 

Ein Programm A T O M L ,  das eigentlich dazu dient, 
die Modulation der Atomparameter in Abh~ingigkeit 
von t zu verfolgen, kann auch derartige Koordinaten 
berechnen. 

Zusammenfassung 

Im Mittelpunkt der vorliegenden Methode steht die 
Matrix P, die die externen Koordinaten (x,t) eines 
Atoms in die internen Koordinaten x transformiert: 
x = P(x,t). Die externe Darstellung (x,t), die eine 
Eigenart dieser Methode darstellt, ist dadurch 
gekennzeichnet, dab x bei fehlender Modulation 
einen konstanten Wert annimmt und dab sich die 
Zahlenwerte der t-Komponenten auf eine von dem 
betreffenden Teiisystem unabh~ingige, einheitliche 
Skala beziehen. Die letztgenannte Eigenschaft 
erleichtert die Behandlung eines kommensurablen 
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Kompositkristalls und erm6glicht es, ohne weiteres 
einen Abstand zwischen zwei Atomen verschiedener 
Teilsysteme, deren Koordinaten .gleiche t-Kom- 
ponenten aufweisen, zu berechnen. 

Alle im vorhergehenden erw/ihnten Rechenpro- 
gramme auBer SPCCC sind bereits als Supplemen- 
tary Publication zu den kurzen Ver6ffentlichungen 
(Kato & Onoda, 1991a,b, 1992) hinterlegt worden. 
Ihre revidierte Fassung* sowie das neue Programm* 
sind direkt bei dem Verfasser erh~iltlich. 

Frau Dr M. Onoda danke ich fiir die Anregung zu 
dieser Ver6ffentlichung. 

* Die Quelltexte und Beschreibungen der Programme sind bei 
dem British Library Document Supply Centre (Supplementary 
Publication No. SUP 71689:124 pp.) hinterlegt. Kopien sind 
erh~iltlich durch: The Managing Editor, International Union of 
Crystallography, 5 Abbey Square, Chester CH 1 2HU, England. 
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Abstract 

Perturbation theory is used to analyse the geometry 
of various diffracted features in large-angle high- 
energy electron diffraction patterns taken in trans- 
mission. Particular attention is paid to smooth 
parabolic features and their straight-line envelopes. 
It is shown that the features lie in positions 
determined by a 'modified Bragg condition' that 
takes account of dynamical interactions in the crys- 
tal. The results have considerable bearing on the 
interpretation of almost identical resonance features 
seen in reflection high-energy electron diffraction. 
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1. Introduction 

In this paper, features are analysed that may be seen 
in just about any 'near-axis' convergent-beam high- 
energy electron diffraction (HEED) pattern. Of most 
interest are smooth parabolas (smoother for strongly 
scattering materials such as platinum than for 
weaker scatterers such as GaAs; these materials are 
used as examples) and the straighter lines that sur- 
round them. Our particular aim is to account for the 
positions and shapes of the features as functions of 
material and zone axis. A distorted-wave Born 
expansion is sufficient to yield our result, which is 
couched in terms of a Bragg condition modified to 
include the effect of dynamical scattering of the 
incident electrons. Much of the argument may 
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